
Cours6: Equatious lineaines non-homogenes
Equalous homogenes acoefficients constants

Nous utilisons maintenant as resultats obtenus pour

(A) x=A(HX

afin detector

(NH) x =A(t) x+f(t),
onA-C"((a,b), IR"), f- (((a,b), (RY) (- > <acb =s).
Une difference important entre (A) of (NH) est que
le principe de superposition nest pas valable pour (NH):

x, (H), Xclt) sols. de (NH) = x, (t) +X2(H) sol. de (NH)



he hume suivant donne (a structure de Tensemble

des solutions de (NH).

Lemme 6.1:(a) x, (t), xc (H) sols.de (NH) =>

x, (t) - x (t) Sol. de (H) ·

(b) X, (t) sol. de (NH), Xclt) sol-de(H) => X,( +Xalt)
sol. de (NH).

(2) Soit XIA) me matrice fondamental de (H) et
x, (t) are solution de (NA). Alors at est solution

de (NH) ssi in existe ctIR" t. q. XIt) =XHc+XCA.
Preve:(a) &(b) sont hiviaux (par substitution).
(C) Eest aussi bivial par substitution.



->dicoule de la proposition 5.2 (c) et du point (a).

En effet, par (a), sixest soluton de (NA),
alors XIt-x,It) est solution de (H). Alors, par
la
prop. 5.2 SC),

is existe cfR" he) que

xt - x,(t) =Xt)c. #
he lemme 6.1 dit

que la solution generale de (NA)

a la structure suivante:

solgenerale (NH) =sol-generale (H) + sol part. (NH)
Connaissant me matrice fondamental de. (H), il suffic
dous pour resoudie (NA)de houver are solution



particulite de (NH). Plus precisement, on a la resultat
suivant.

Thorme 6.1 (variation des constanks)
Soil XIt) are malice fondamental de (H) et t.e(a,b).
(a) La solution generate de (NA) est

(6.1) xH =Xt)c +f.XHX/s) fads, celR
(b) La solution (unique) dr (NA) area (Ixto) =x.

(6.2)
est

x1H =X)Xitx +fXIXfolds.
Prenue: (a) Soit x(t) sol.de (NA). Cherchous ult)



E.g. X1H =X1 ul), i.e. n1) =Nt)"x (H.
In derivant, il vient

x(H =X'(t) n(t +X(t) n't) =A(H X1Hn(t +XIt) n'lt)
=Alt) XH +XIA n'lt).

Comme XI sahifait (NA), on diduit que
f(z) =x(t) - Alt) x) =X1Hn(t)
wit =x (t)f(t), ul =c +fxs)fsds.
(b) In injectant (a CII (tr) =x. dans (6.1),
on obtient

xo =Xtr)c, c =X(fo)x.
don (6.2). I



Bien que fournissant an ontil his efficace pour resoude
des equalia non-homogenes on general, remarquous
qu'ave solution particulieve de (NH) pent souvent
the obtence de manier plus directs.

Example 6.1: Considerous lequahibu d'ordre 2

(6.31 y" - 4y' +3y =2t
ofexos

La solution generale de l'equation homogine,
t 3t

y" - 4y' +3y =
0 esty,1 =cie +cze, G,GER.

La solution generale de (6.3) aura done (a forme

y(t) =xet +cet +yp(t),



onypt) est une solution particuliere de (6.3) a
determiner. Une possibiliteest d'appliquer t
theorize 6.1. On ecrit EDO d'ordre 2 sous (a

forme d'un systime d'ordre 1:xixy, xi = y'=
(6.4) E Xi

=
x2

,

x=3x, -4x2 +2t.

Comme announce ci-dessus, (e) et bet soul
de solutions Grainment independantes du

systeme homogene associe

16.5) E Xi
=
x2

,

xi
=
3x, -4X2.



Ainsi,
X(t) =( E I

est une matrice fondamental de (6.51, are c
wronskiew

WH =(t) =be-e"*=2e"* teR.
Par le theorime 6.1, la solution generale de (6.4)
est dounce par

(i)( =XI (ii) +XHt8 X() (f) ds.
Par calcul, Xis)=us()



(5) H =(ii)(i)+(itset?"((ii) as

-Iset lessels (slas-....
Une approche plus direct est fournie par la method
des coefficients indetermines:essayous

y,1)
=at +, a, -IR a determiner

Alors yy-by' + by: 2t donne -42 + 3(t+ p)=27

(3x-2t +3-4x =0 ftR = =
↳ Yp1

=t +6.



Equanhomogene acoefficients constants

Nous eludions maintenant plus en detail liquation
(H - c) x=Ax

/

onAtR" est une matrice constance. Park

theorize 5.1, Looks as solubons de (H-c) sont

difinies sur IR. Le hmme suivant donne dex

propritis importantes des soluhous de (H-c) qui ne
sont pas vraies in general pour (H).
Lemme 6.2: (a) Sixt est solution de (H-c),
alors x' (t) existe it est solution de (H-c), pour
but ke IN.



(b) Si xIt) est solution de (H-c), alors x It+5
est solution de (H-c), pour bout TERR.

Prenue: (a) se prove aisement par recurrence.

(b) est trivial. It

Nous allows maintenant compliment caracteriser
lensemble des solutions de (H-c). Nous nous

inspirous du cas n
=
1:la solution giviral de

x=a xest xH =cent, ct1R. Cherchous

are solution de (H-c), dans le cas general, cows
la forme XH=esty, p-1R". Par substitution,
on oblient



setty:Aebty, Ay=by.
On obhut done are solutions:y

est recteur

propre de A, correspondant ala valour
propre likesSu

pposons que
A posside a values propres

distinctes [d:3==1 Alors les neckurs
propies corres-

pondant [Vi3,?, sont lin. Indip. et as solutions
lit

Xi(t) = 2 4:, i=1, . . .

, m,

engendent respace vectorial des solutions de (H-c).

Exemple 6.2: A =(s
-

i = S2



posside bois values
propres

dishucks:

3= - 2,b2 =1,1 =3

aree. Is recluse
propres correspondant

e, =(i), x =(i), 2=(4).
La solubon generale de x=Ax est done

xt =x,et(i) +xet(ii) +xet(!), a,GtR.
Si la matrice Avia pas Loules ses valeurs

propies
distincts at reelles, il est while de



plonger (H-c) dans K:

1H -x) z=Az,z: R -KY,
onYou interprete maintenant AcR** comme an
itement de Da Comme A est relle, si
z:IR"-> D est solution de (H-c), alors
De(A) et Im() sont denysoluhous vielles de (H-c)
et E est aussi solution de (H-cc). De nouveau,
zIt) =edty est solution si est value propre de
A et y est un veclaur propre correspondant.
Si Aa n valeurs

propres
distincts on, plus



generalement, si Aa n vecteurs
propres

(in indip.
alors la solution generate est entirement determinie.

Exemple 6.3

atfindseethe proper
Done la solution generale de (H-cc) est

z(H). =3,eit(!) +3.e(), 3,13,K.
cost -is int

=

3, licost-sint)+ 3. (ieEl
= 3,(t)+is,()+3. (i) ise



Choisissant 3, =c, e1Rel 3. =-icE i, on
diduit

que
x=c, (nE)+cn (E), c,GE,

est (a solution (rielle) generale de (H-c).

(b) A =(6%) a la valeur propre
double 1 = 1/

are vecteurs progres 4, = (0) et e.=(i).
Ainsi, la solution generale de (H-c) esh

x=(iE), , -1R.
(2) A =1!i) nia que

denx values propres

distincts, 11 =1, 12 =2,



arec necleurs propies (8) et (8) (par example).
heur correspondent les dox solutions hu.indip.

et(6), e(i).
L'equation (H-c) na icique den solutions
linairement independantes de la form esty.
↳e problime est alors de bonner and hoistme
solution (in. in dip. afin de determiner la solution

generate.


